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摘　 要:为了研究实验数据下工程结构输入参数的概率建模以及依据所建模型的响应分析的问题,本文提出了一

种实验数据下工程结构概率建模及随机响应求解的方法。 依据 Karhunen-Loeve 展开和任意多项式混沌(aPC)展开

理论,提出了一种基于核密度估计的新型随机模型;发展了结构随机响应的求解技术,并提出了用于随机响应 aPC
系数估计的 D-optimal 加权插值方法,实现了结构响应的高精度求解。 研究表明:本文的研究为实验数据下工程结

构的合理随机建模和高效响应分析提供了一个有效的框架,本文方法有效。
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Abstract:In
 

our
 

quest
 

to
 

understand
 

the
 

probabilistic
 

modeling
 

of
 

engineering
 

structure
 

inputs
 

from
 

experimental
 

data
 

and
 

the
 

associated
 

response
 

analysis
 

of
 

the
 

constructed
 

model,
 

we
 

have
 

developed
 

a
 

new
 

method
 

that
 

involves
 

the
 

construction
 

of
 

a
 

nonGaussian
 

random
 

model
 

using
 

experimental
 

data,
 

followed
 

by
 

a
 

random
 

response
 

analysis.
 

First,
 

we
 

introduced
 

an
 

innovative
 

random
 

model
 

that
 

utilizes
 

both
 

Karhunen-Loeve
 

expansion
 

and
 

arbitrary
 

polyno-
mial

 

chaos
 

(aPC)
 

expansion.
 

We
 

then
 

expanded
 

on
 

this
 

by
 

developing
 

a
 

technique
 

for
 

solving
 

structural
 

random
 

responses
 

based
 

on
 

this
 

stochastic
 

model.
 

Ultimately,
 

we
 

developed
 

the
 

D-optimal
 

weighted
 

interpolation
 

method
 

for
 

estimating
 

the
 

aPC
 

coefficient
 

of
 

the
 

random
 

response,
 

resulting
 

in
 

a
 

highly
 

precise
 

solution
 

for
 

the
 

structural
 

re-
sponse.

 

The
 

research
 

indicates
 

that
 

our
 

proposed
 

method
 

offers
 

a
 

practical
 

framework
 

for
 

creating
 

accurate
 

random
 

models
 

and
 

conducting
 

efficient
 

response
 

analyses
 

of
 

engineering
 

systems.
 

These
 

systems,
 

which
 

rely
 

on
 

real-life
 

experimental
 

data,
 

can
 

greatly
 

benefit
 

from
 

our
 

approach.
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　 　 在随机工程问题中,合理考虑输入参数的随机

性是获得可靠结构响应的关键[1-2] 。 随机输入在工

程应用中普遍存在,如材料特性、外部荷载、结构系

统的初始和边界条件等[3-4] 。 工程结构的随机参数

往往具有明显的时空变异性和非高斯性,如岩土工

程中的土壤参数和地下水高度、结构工程中的风荷

载和地震激励以及水文中的降水和蒸发量等。 此

时,结构参数应建模为非高斯随机场[5-6] ;另一方

面,在实际应用中,由于传感器的存储能力有限或增

加观测的成本过高等原因,往往只能获得不确定的

输入参数有限的实验数据[7-10] 。 因此,从有限的实

验数据中合理地建模非高斯输入参数,并进一步进

行后续随机响应分析具有重要的工程价值。 近年

来,为了解决实验数据下工程结构概率建模及随机

响应求解的问题,学者们发展了各类方法。 其中,最
具潜力的是基于多项式混沌(polynomial

 

chaos,
 

PC)
展开的方法。 此类方法的基本思想是首先对非高斯

结构参数进行 Karhunen-Loeve( KL)展开,然后再将
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得到的 KL 随机系数进行 PC 展开。 获得结构参数

的 PC 模型后,即可利用基于 PC 的响应求解技术进

行结构随机响应的求解[11-12] 。
虽然有诸多优势,但基于 PC 展开的方法目前

仍存在许多挑战。 此类方法的第 1 个挑战为随机建

模。 具体来说,要想获得合理的输入参数模型,必须

准确建模多维 KL 随机系数的非线性相关,并估计

其联合概率密度。 此外,构造从 KL 随机系数到 PC
变量的多维非线性变换还涉及到大量的高维积分。
为此,有学者把 KL 随机系数假设为相互独立,从而

大大简化了随机建模[13-14] 。 为了考虑 KL 随机系数

的非线性相关性,Ghanem 等[15-16] 利用极大熵分布、
直方图估计器来估计 KL 随机系数的联合概率密度

函数,随后再使用 Rosenblatt 变换构建 KL 随机系数

的 Hermite
 

PC 表示。 Soize[17] 使用核密度估计器

(kernel
 

density
 

estimation,
 

KDE)估计 KL 随机系数

的联合概率密度函数,然后通过蒙特卡罗积分求解

KL 随机系数 PC 展开的系数。 使用 KDE 的优势在

于其可避免其他密度估计器在高维密度估计中的维

数灾难[18] 。
除随机建模外,PC 类方法的另一挑战则为后续

随机响应分析的求解效率。 众所周知,对于服从

Wiener-Askey 族分布的随机输入而言,使用 Wiener-
Askey

 

PC 可实现结构响应的最优收敛[19] 。 然而,
在实验数据有限的情况下,KL 随机系数的分布通常

在 Wiener-Askey 族之外,继续采用 Wiener-Askey
 

PC
会导致结构响应分析的效率降低;另一方面,即使已

构造出能使响应最优收敛的 PC 展开,由于 PC 变量

存在复杂的相关性,后续的结构响应分析仍具挑

战[20-21] 。 不难看出,要想使 PC 类方法可应用于实

际工程结构分析中,关键为以下 2 方面:首先,要能

够从实验数据中精确地建立基于 PC 的结构参数模

型;其次,后续响应传播的效率应当足够高,以适应

处理高维和大规模问题的工程需求。
本文开发了一种实验数据下的 PC 类结构随机

分析方法。 提出了一种 KDE 来估计 KL 随机系数

的联合分布,从而得到结构参数的随机模型。 进一

步构造了 KL 随机系数的任意多项式混沌( aPC)展

开,并利用一种基于 D-optimal 的加权插值法来求解

结构的随机响应。

1　 实验数据下非高斯结构参数的随机
模型

　 　 实验数据下的随机结构分析第 1 步是合理建模

非高斯结构输入参数。 基于 KDE 的随机场建模方

法,提出了一种可准确描述结构参数非高斯行为的

随机场模型。

1. 1　 有限实验数据下非高斯结构参数的 KL 展开

　 　 令 w(xi,θ),i = 1,2,…,M 为随机场 w(x,θ) 在

M 个位置 xi 处的一条实验数据,则 N 条独立的实验
数据构成了随机场 w(x,θ) 的实验数据集 W。 其
中, W = {w(xi,θ j)},i = 1,2,…,M,j = 1,2,…,N。
随机场 W θ( ) = {w(xi,θ)} 的 m 阶截断 KL 展开可
表示为:

Ŵ θ( ) =W
- + ∑

m

i = 1
λ i ϕiξi(θ) (1)

式中: W
- = W

-
1,W

-
2,…,W

-
M( ) 为W θ( ) 的均值; {λ i,

ϕi} 是协方差矩阵 CW 最大的 m 个特征值和特征向
量。 本文 中 W 指 的 是 实 验 数 据 集, 而 W θ( ) 、

Ŵ θ( ) 则指的是实验数据集 W 所对应的随机场及
其截断的 KL 展开。 在有限观测下,均值可估计为

W
-
i ≃ 1

N∑
N

j = 1
w(xi,θ j),i = 1,2,…,M, 协方差矩阵 CW

可估计为:

ĈW = WTW
N - 1

- WTUUTW
N(N - 1)

(2)

式中 U 为所有元素均为 1 的 N 维列向量。
KL 随机系数 ξ i(θ) 则是由其实验数据表征,即:

Ξobs
ij = λ -1 / 2

i Wj -W
-
i( ) ϕi, (3)

i = 1,2,…,m;
 

j = 1,2,…,N
其中 Wj = [w(x1,θ j),w(x2,θ j),…,w(xM,θ j)]。

若随机场 W θ( ) 是高斯场,则 ξ θ( ) = {ξi(θ)}
是相互独立的标准正态变量。 然而对于一般的非高
斯场 W θ( ) , KL 随机系数 ξ θ( ) 一般即不相互独立
也不服从高斯分布。 为了建模 KL 随机系数的非线
性相关性,则需利用式(3)中 KL 随机系数样本 Ξobs

ij

估计其联合分布。 KL 随机系数 ξ θ( ) 的 KDE 估
计为:

p̂Ξ(ξ) = 1
N∑

N

j = 1
Km Ξobs

j ,s2Im( ) (4)

式中: Km(Ξobs
j ,ŝ2Im) 为均值为 Ξobs

j 协方差为 s2Im 的
m 维 联 合 正 态 的 概 率 密 度; s = {4 / [N(2 +
m)]} 1 / (m+4) 是多维的 Silverman 带宽; Ξobs

j = (Ξobs
1j ,

Ξobs
2j ,…,Ξobs

mj )。 一旦通过式(4)确定了 KL 随机系
数的联合分布,随机场 W θ( ) 就可由式(1)直接确
定。 与其他类型的密度估计器(如极大熵分布、直
方图等)不同,式(4)中的 KDE 可直接地推广至高
维随机变量的密度估计,因此,KDE 可作为有限数
据下 KL 展开格式随机建模的一个通用技术。 然
而,式(4)中将带宽选取为多维的 Silverman 带宽往
往导致所得的随机场边缘分布不准确,因此,严重限
制了该方法的实际应用。
1. 2　 基于改进 KDE 的随机模型

　 　 为了从实验数据中准确地建模非高斯结构参
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数,本文提出了一种用于 KL 随机系数联合分布估

计的新型 KDE。 该新型 KDE 的优点为得到的随机

场模型准确可重构非高斯参数的最关注的 2 个概率

特征, 即二阶相关性和边缘分布。 由于随机场

W θ( ) 的边缘分布实质上是由一维 KL 随机系数的

线性组合而得到的,因此,为了匹配结构输入参数的

边缘分布,式(4)中的带宽 s 应根据一维 KDE 的选

取准则来确定。 一维 KL 随机系数的概率密度为:

p̂Ξi
(ξi) = ∫

Rm-1
p̂Ξ(ξ)dξ1…dξi-1dξi+1…dξm =

1
N∑

N

j = 1
K1(Ξobs

ij ,s2) (5)

　 　 本文进一步将带宽选取为 s( i) = 0. 9min{σi,
IQRi / 1. 34}N -1 / 5,i = 1,2,…,m。 其中, IQRi 是样

本 Ξi = {Ξobs
i1 ,…,Ξobs

iN } 的四分位距。 这是因为 Sil-
verman 带宽仅在所估计的变量为正态分布时效果

良好,而对于非高斯分布,特别是重尾分布、偏态分

布或多峰分布,Silverman 带宽往往过大。 有限数据

下随机场的 KL 随机系数往往是非高斯分布,因此

样本集 Ξi 中容易出现离群值。 由于样本的四分位

距对非高斯 KL 随机系数的样本离群值更加不敏

感,因此与采用一维的 Silverman 带宽相比,利用四

分位距能提供一个更合理的带宽估计。 因此每个

KL 随机系数的非高斯特征可以被有效地建模,得到

的随机模型可以准确地表征结构参数的非高斯行

为。 值得一提的是,带宽 s( i) 往往并不相等,本文进

一步将所有的 KL 随机系数的带宽统一为:

ssh = ∑
m

i = 1
w is( i) ,

 

w i = λ1 / 2
i (∑m

j = 1
λ1 / 2

j ) -1 (6)

式中 w i 是带宽 s( i) 的权重。 w i 的值随 i 的增加而减

小,即 i 越小的带宽 s( i) 对 ssh 的贡献越大,与特征值

更大的 KL 随机系数对随机场边缘分布贡献更大这

一现象契合。 确定带宽 ssh 后,KL 随机系数 ξ θ( ) 联

合密度变为:

p̂Ξ(ξ) = 1
N∑

N

j = 1
Km Ξobs

j ,s2
shIm( ) (7)

　 　 一旦 KL 随机系数的联合分布通过式(7)确定,
输入参数的非高斯模型即可由式(1)确定。
1. 2. 1　 新型随机场模型的统计性质

　 　 边缘分布和二阶相关性是非高斯随机场 2 个统

计特 性。 利 用 随 机 场 W θ( ) 和 KL 随 机 系 数

ξ θ( ) 的关系,随机场边缘分布 Ŵk(θ),k = 1,2,…,
N 的特征函数可推导为:

φ
Ŵk

(u) = E exp iuŴk( )[ ] =

1
N∑

N

l = 1
exp iuWkl -

1
2
u2s2

sh∑
m

j = 1
λ jϕ2

jk( ) (8)

　 　 进一步对特征函数 φ
Ŵk

(u) 进行傅里叶变换,

Ŵk(θ) 的概率密度函数为:

p̂ Ŵk( ) = 1
N∑

N

l = 1
K1 Wkl,s2

sh∑
m

j = 1
λ jϕ2

jk( ) (9)

　 　 当 N → ∞ 时,式(9)中的分布 p̂ Ŵk( ) 依概率收

敛到 p Ŵk( ) [19] 。 因此,本文模型可准确地构建随

机场 W θ( ) 的边缘分布。 为了进一步研究本文随

机模型的二阶相关性,首先推导式(7)中的 KL 随机

系数的二阶性质:

E[ξk] = ∫
Ξ
ξkpΞ(ξ)dξ = 0

E[ξkξl] = ∫
Ξ
ξkξlpΞ(ξ)dξ = N - 1

N
+ŝ2

sh( ) δkl
(10)

　 　 由式(10)可得,本文随机模型的二阶相关性为:

cov(Wk,Wl) = E Wk(θ) -W
-
k( ) Wl(θ) -W

-
l( )[ ] =

1 - 1
N

+ŝ2
sh( ) ∑

m

i = 1
λ iϕikϕ jl (11)

式中: N → ∞ , ŝsh → 1, 1 - 1 / N +ŝ2
sh( ) → 1, 因此,

cov(Wk,Wl) → ∑
m

i = 1
λ iϕikϕ jl。 此时,本文的模型可实

现对随机场 W θ( ) 的均方最优逼近。 由式(9)和式

(11)可知,所提的新型随机模型可从实验数据中同

时重构随机场 W θ( ) 的二阶相关性和边缘分布,从
而准确地描述结构输入参数的非高斯特性。

2　 结构响应分析的任意多项式混沌法

　 　 尽管 PC 类的方法可以求解结构的随机响应,
由于在实验数据下传统的 Wiener-Askey

 

PC 可能会

导致较低的计算效率,PC 类方法在实际工程结构随

机分析中的应用仍存在较大局限[22] 。 本文结合了

结构响应分析的 PC 类方法,然后将 KL 随机系数的

联合分布选为 aPC 的权函数,从而导出了结构输入

参数的 aPC 表示。 随后,进一步发展了基于 aPC 展

开的高效随机响应分析方法。
2. 1　 基于多项式混沌的结构随机响应分析

　 　 在基于 PC 的结构随机分析中,结构响应通常

与结构随机参数投影到相同的 PC 子空间中。 结构

参数随机模型中 KL 随机系数 ξ θ( ) 的 PC 展开为:

ξi(θ) = ∑
P

j = 1
αijΨ j η( ) ,

 

1 ≤ i ≤ m (12)

式中: η θ( ) 为m 维的PC 变量;P = (m + p)! / (m!
p! ) 为 PC 展开的截断项数,p 为 m 维标准正交多

项式 Ψ j(·) 的阶数; αij 则是 PC 系数。 将式(12)代
入式(1),即可得到非高斯输入场的 PC 展开为:

·676·
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Ŵ θ( ) =W
- + ∑

m

i = 1
∑

P

j = 1
λ i ϕiαijΨ j η( ) (13)

　 　 随机模型 Ŵ θ( ) 的 PC 展开得以确定,结构响

应 Y(θ) 可投影在 PC 空间 Ψ j η( ){ } ∞
j = 1 中。 对于实

际结构分析,结构响应 Y η( ) 近似为:

Y η( ) ≃ ∑
P

k = 0
αkΨk η( ) (14)

式(14)也可写为 Y η( ) ≃ αTΨ(η)。
2. 2　 任意多项式混沌展开的构造

　 　 随着截断项数 P 的增加,不同类型的 PC 展开

均可使式(14)中的 PC 近似响应收敛于真实响应。
然而,其收敛速度往往与 PC 基函数的选取密切相

关。 所提新型随机场模型 KL 随机系数的概率分布

通常并不属于 Wiener-Askey 族,因此使用 Wiener-
Askey

 

PC 不能实现随机响应的最优收敛。 为了尽

可能提高响应分析效率,本文构造了 KL 随机系数

的 aPC 展开[23] 。 aPC 展开的基函数实质上是以 KL
随机系数的为权的多维正交多项式,为构造 aPC 基

函数。 首先需指定一组最高阶数为 p 的单项式

φ(ξ) = φ0 ξ( ) ,…,φP ξ( )[ ] T。 随后,aPC 展开的

基函数可构造为 Ψ(ξ) = φ(ξ)L -1。 其中,上三角

矩阵 L 可通过下式定义的矩阵 G 的 Cholesky 分解

求得:

G ij = ∫
Ξ
φi ξ( ) φj ξ( ) pΞ(ξ)dξ =

E φi ξ( ) φj ξ( )[ ] (15)
　 　 构造 Ψ(ξ) 的关键在于求解式(14)中的多维

积分。 一般地,该积分应使用蒙特卡罗积分进行

近似:

G ij ≈ 1
K ∑

K

k = 1
φi Ξ k( )( ) φj Ξ k( )( ) (16)

式中 Ξ k( ) 为 KL 随机系数 ξ θ( ) 的第 k 个样本。 虽

然样本 Ξ k( ) 可通过 MCMC 方法产生,其中涉及的

数以万计次的联合概率密度计算导致抽样效率低。
此外,MCMC 样本之间存在的自相关性会大大降低

蒙特卡罗积分的精度。 为了高效高精度地构造矩阵

G,本文使用了文献[24]中提出的 KL 随机系数的

高效抽样方法。 式(7)可写为:

pΞ(ξ) = ∑
N

i = 1

1
N
pΞ ξ X = i( ) (17)

式中 pΞ ξ | X = i( ) ~ Km Ξobs
i ,ŝ2

shIm( ) 服从均值为

Ξobs
i , 协方差矩阵为 ŝ2

shIm 的 m 维正态分布。 由式

(17)可知, pΞ(ξ) 是一种高斯混合分布。 因此多维

KL 随机系数的独立样本可利用高斯混合分布的性质

直接产生,从而就可通过式(16)确定矩阵 G,并依据

矩阵 G 的 Cholesky 分解构造确定 aPC 展开格式。

2. 3　 基于 aPC 展开的结构随机响应分析

　 　 aPC 展开构造完毕后,需开发求解结构随机响
应的算法。 众所周知,基于 aPC 的结构响应分析关
键在于求解式(14)中的 aPC 系数 αk。 大体而言,
求解系数 αk 的方法大体可分为侵入式和非侵入式 2
类,由于非侵入式方法中的插值法可直接调用第三
方软件进行结构分析[25] ,因此本文的研究主要围绕
插值法来开展。 插值法的精度和鲁棒性很大程度上
取决于配置点的选择(即实验设计)。 目前,独立
PC 变量的实验设计方案已日趋完善,而相关 PC 变
量的实验设计方案还鲜有报道。 基于 aPC 的响应

分析的关键在于抽取 aPC 变量的蒙特卡罗样本。
一旦获得 aPC 变量的样本,就可直接开发出 aPC 变
量的实验设计方案,并进行后续的响应求解。

注意到 aPC 变量本质上是 KL 随机系数,而 KL
随机系数服从混合高斯分布,故 aPC 变量的独立样
本可直接产生。 因此,各种独立 PC 变量下的实验
设计方案即可直接推广至 aPC 变量的实验设计。
为实现结构响应的高精度估计,本文提出了一种 D-
optimal 加权插值方法。 首先,本文将估计式(14)中
aPC 系数的问题列式为加权插值形式:

VEDΨEDα̂ = YED⇔α̂ = (VEDΨED) -1VEDYED (18)
式中:矩阵 ΨED( i,j) = Ψ j(Ξ i( )

ED ) 为 P 维方阵;矩阵

VED( i,i) = [ ∑
P

j = 1
Ψ2

j (Ξ i( )

ED )] -1 / 2 为 P 维对角阵;

YED = [Y(Ξ(1)
ED ),…,Y(Ξ(P)

ED )] T 为 P 维列向量。 使
用矩阵 VED 的目的在于提高通过式(18)求解 PC 系
数的稳健性。

根据 D-optimal 理论, ΞED 可通过求解优化问题
确定:

ΞED = argmax
dim ΞED( ) = m×P

det V(ξ)Ψ(ξ)ΨT(ξ)V(ξ)

(19)
　 　 式(19)中的优化问题可通过产生 NC ≫ P 个相

互独立的 aPC 候选样本 ΞC = [Ξ1
C ,Ξ2

C ,…,Ξ(NC)
C ],

然后利用选列主元的 QR 分解近似求解[26] :
(VCΨC) TP = Q R1 R2[ ] (20)

式中: VC( i,i) = [∑ P

j = 1
Ψ2

j (Ξ i( )

C )] -1 / 2 为 NC 维对

角阵, ΨC( i,j) = Ψ j(Ξ i( )

C ) 为 NC × P维矩阵;Q 为 P
维正交矩阵; R1 为 P × P维非奇异上三角阵;P 为使
矩阵 R1 对角元素降序排列的 NC × NC 维置换矩阵。
令 π = PT × [1,2,…,NC], 则 D-optimal 配置点为:

ΞED = ΞC πED,:( ) (21)
其中, πED = π 1:NED( ) 。 一旦确定了配置点 ΞED,
结构响应的 aPC 系数即可通过式(18)估计。
2. 4　 有限实验数据下工程结构随机分析方法

　 　 本文提出的实验数据下的新型结构随机分析方
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法总结如下:
1) 对非高斯结构参数的实验数据进行 KL 展

开,得到均值向量,截断后的特征值、特征向量及 KL
随机系数 ξ θ( ) 的样本实现;

2)利用发展的新型 KDE 估计 KL 随机系数的

联合概率密度 p̂Ξ(ξ), 并进一步通过式(1)构建结

构参数的随机模型;
3)产生 KL 变量的独立样本,构造 aPC 基函数;
4)再次产生 KL 变量 ( aPC 变量) 的样本实

现,随后利用选列主元的 QR 分解确定用于加权

插值法的 D-optimal 配置点。 通过式( 18) 估计随

机响应的 aPC 系数并利用式( 14) 求解结构的随

机响应。
步骤 1)、2)旨在构建实验数据下结构输入参数

的新型随机模型。 为高效确定后续的随机响应,步
骤 3)将模型中的 KL 随机系数进一步用 aPC 展开。
最后,步骤 4)开发了有限数据下基于 aPC 的随机响

应分析方法,从而形成了有限数据下工程结构的随

机建模和后续响应传播的统一框架。 注意到,由于

步骤 2)中的新型随机场模型考虑了输入参数分布

与 KL 随机系数分布之间的内在关系,因此本文的

随机模型可以准确地重构结构参数的边缘分布和二

阶相关性,从而有效地构建了结构输入参数的非高

斯特征。 此外,本文发展了结构响应求解的 D-opti-
mal 加权插值法,实现了结构随机响应的高效高精

度求解。 由于本文方法可对结构输入参数进行合理

地随机建模,并进行高效的结构响应分机分析提供

了一个有效的框架。

3　 工程算例

　 　 在实际工程中,工程结构的不确定参数往往分

为 2 大类:1)工程结构自身的机械和几何特性。 例

如,由于成分和制造工艺的原因,复合材料的杨氏模

量通常表现出空间变异性。 在实际工程中,人们不

可能完全地确定杨氏模量的概率信息,只能得到一

组从有限数目的试件中识别出的杨氏模量的实验数

据;2) 工程结构参数不确定性则源于外荷载。 例

如,地震动是一种具有强烈时空变异性的自然灾害,
在特定的场地条件下,记录到的真实地震动时程往

往十分有限。 本文通过非线性结构在有限地震动数

据下的随机分析的来说明所发展方法的应用。 有限

的加速度时程记录从太平洋地震工程研究中心建立

的 NGA 强震数据库中根据如下特定场地标准选择

出来:地震震级 5 ≤ M ≤ 6, 震源距离 1
 

km≤D≤
20

 

km,中硬土,土层的剪切波速 Vs≥600
 

m / s。 满足

此准则的地震动记录共 102 条,将处理后的 18 s 的

时程离散为 1
 

801 个点,步长 Δt = 0. 01
 

s,如图 1 所

示。 为保留 95%以上的总能量,此算例截断项数取

为 50。

图 1　 根据准则选出的 102 条地震动时程

Fig. 1　 A
 

total
 

of
 

102
 

observed
 

time
 

histories
 

selected
 

ac-
cording

 

to
 

the
 

criteria

方差是反映随机地震动统计特性的一个重要指

标。 为验证本文模型随机地震动的性能,图 2 给出

了地震动时程的方差。 由于随机地震动方差在整个

时程中波动剧烈,对整个时程而言,地震动方差的值

不在一个数量级,为便于观察,本文仅展示了 0 ~ 8 s
的结果。 可以看出,传统 KDE 模型给出的边缘分布

明显偏离了观测值,而本文建模方法给出的地震动

时程的方差与观测值良好匹配。 图 3 给出了 t =
1. 5

 

s、t= 6. 5
 

s、t= 11. 5
 

s 和 t= 16. 5
 

s 处地震动时程

的观测边缘分布与模型边缘分布的 Q-Q 图, 即

Quantile-Quantile 图。 传统 KDE 模型给出的边缘分

布明显偏离了观测到的边缘分布,无法捕捉到地震

动的非高斯特征。 相比之下,本文的随机模型给出

的边缘分布与观测结果吻合良好,说明了本文建模

方法的有效性。

图 2　 0~ 8
 

s 地震动的方差

Fig. 2　 Variances
 

of
 

seismic
 

ground
 

motions
 

from
 

0~ 8
 

s

为了验证所发展的结构随机响应分析方法的性

能,本文进一步研究了 20 自由度滞回非线性结构在
受随机地震动激励下的随机响应。 其中,结构的质
量和层间刚度参数如表 1 所示。

结构的非线性行为由 Bouc-Wen 滞回模型表
征,其控制方程为:

MẌ + CX
· + αKX + (1 - α)KZ = - MIẍg( t,θ)

(22)

式中: X、X
·
和 Ẍ 分别为位移、速度和横向加速度向

量; M = diag(m1,m2,…,m20) 为质量矩阵;K 为初
始刚度矩阵。 阻尼采用 Rayleigh 阻尼,即 C = aM +
bK。 其中 a = 0. 246

 

3
 

s -1,b = 0. 007
 

1
 

s。 Z = (Z1,
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Z2,…,Z20) T 为滞回位移。 Bouc-Wen 模型的参数取

为 α = 0. 04,A = 1,n = 1,q = 0. 3,p = 10,dψ = 5,λ =
0. 5,ψ = 0. 05,β = 100,γ = 180,dν = 1

 

000,dη =
1

 

000,ξ = 0. 2。

图 3　 4 个典型时刻下地震动边缘分布的 Q-Q 图

Fig. 3　 Q-Q
 

plots
 

of
 

marginals
 

of
 

seismic
 

ground
 

motions
 

at
 

four
 

typical
 

time
 

points
表 1　 20 自由度非线性结构的质量和层间刚度

Table
 

1　 The
 

values
 

of
 

lumped
 

mass
 

and
 

inter-story
 

stiff-
ness

 

of
 

20-DOF
 

nonlinear
 

structure
层数 集中质量 / 105

 

kg 层间刚度 108 / (N / m)
1~ 2 4. 5 3. 5
3~ 12 4. 3 3. 2

13~ 17 4. 1 3. 0
18~ 20 3. 9 2. 8

　 　 在本算例中,式(16)中用于构造 aPC 基函数的

KL 独立样本个数选取为 K = 105, D-optimal 实验设

计中候选样本容量取为 NC = 104。 将所得系统响应

与 2×104 次 MCS 给出的参考值进行比较,评估了所

提响应分析方法的精度。 分析结果显示,2 阶 aPC
 

展开即可对系统随机响应进行高精度近似。 此时,

只需对式(22)中的非线性滞回系统进行(50+2)! /
(50! 2!)= 1

 

326 次确定性评估。 因此,本文方法

可对受随机地震动激励的强非线性系统进行高效高

精度的响应分析。 为更直观说明本文方法的求解精

度,部分随机响应分析的结果展示如下。 图 4 和图

5 分别给出了 1 阶和 2 阶 aPC 展开所得的第 2 层随

机位移响应的均值和方差及相应的绝对误差,而图

6 给出了第 15 层在 t= 1. 5
 

s 时的位移响应及相应的

绝对误差。 可以看出,由于结构的强非线性行为,采
用 1 阶 aPC 展开并不能充分地近似结构响应。 然

而,当使用 2 阶 aPC 展开时,本文方法对系统随机

响应的近似精度迅速上升,实现了系统响应的高精

度预测。

图 4　 第 2 层位移响应的均值及均值的绝对误差

Fig. 4　 Mean
 

values
 

of
 

stochastic
 

responses
 

of
 

2-story
 

and
 

corresponding
 

absolute
 

errors
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图 5　 2 层位移响应的方差及方差的绝对误差

Fig. 5　 Standard
 

deviations
 

of
 

stochastic
 

responses
 

of
 

2-story
 

and
 

corresponding
 

absolute
 

values

图 6　 t=1. 5
 

s第 15层位移响应的概率密度函数及绝对误差

Fig. 6　 Distributions
 

of
 

the
 

seismic
 

response
 

of
 

15-story
 

at
 

t=1. 5
 

s
 

and
 

corresponding
 

absolute
 

errors

4　 结论

　 　 1)本文开发的随机模型考虑了结构参数分布

与 KL 随机系数分布之间的内在关系,可准确地重

构输入参数的边缘分布和二阶相关性,从而有效地

捕捉结构参数的非高斯特征。
2)本文构造的输入参数任意多项式混沌表示

配合所发展的 D-optimal 加权插值法可实现非线性

系统随机响应的高效高精度评估,从而为有限实验

数据下工程结构的随机分析提供了一个有效的

框架。
3)算例验证了本文方法在随机维数为 50 维的

问题中的有效性。 但是,此方法在更高维度随机问
题中的应用有待进一步研究。
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